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Apéndice A: Observables, dlgebras, estado y representaciones

Este apéndice matematico méas formal presenta justificaciones para la existencia de la matriz
densidad en mecéanica cuantica. Para establecer esta construcciéon, partimos del hecho que en cada
sistema fisico existirdn propiedades que pueden ser medidas, y para extraer la informacién de esta
medidas utilizaremos aparatos que permiten leer estas cantidades. Matematicamente expresaremos
esta idea mediante la nocién de un operador, el cual no es més que un objeto matematico que
aplicado sobre otro objeto entrega un valor. A estos operadores, que entregan informacion sobre
medidas fisicas, los llamaremos observables. A continuacién, describiremos propiedades de estos
observables y las estructuras matematicas que surgen a partir de ellos.

1 Algebra y observables

En primera instancia, si tenemos un observable A que se mide en ciertas unidades, es posible
reescalar ese observable multiplicando o dividiendo por un ntimero para medir en otras unidades.
Asi, si medimos A, también es valido tener un observador del tipo 24 o cualquier otro niimero. Por
tanto, el conjunto de observables deberia poder multiplicarse por nameros reales. Para fenémenos
cuanticos que involucran fases, interferencias o combinaciones lineales mas generales, resulta con-
veniente extender los escalares a los nimeros complejos, permitiendo multiplicar los observables
por cualquier A € C. Esta extension simplemente facilita la formulacién mateméatica de la teoria.

Al mismo tiempo, pensemos en un sistema al que queremos medir su energia cinética K y su energia
potencial V. La energia total es la suma de ambas, y a la vez también seria un observable, pues
si medimos las energias por separado, también es posible medir el total. Entonces, el conjunto de
observables deberia poder sumarse entre ellos y seguir siendo un observable.

Esto permite definir la primera estructura matematica para el conjunto de observables:

Definiciéon 1. (Espacio Vectorial) Un espacio vectorial es un conjunto no vacio U, cuyos ele-
mentos se denominan vectores, y que tiene definidas dos operaciones:

Una suma, +:0 XUV — YV y un producto por un elemento que llamaremos escalar, -: C x LB —Y,
tal que para todo u,v,w €Y y A\,n€ C, los que llamamos escalares, se satisface que:

(Clausura bajo suma) u+v €Y

(Conmutatividad de la suma) u+v=v+u

(Asociatividad de la suma) (u+v)+w=u+ (v+w)

(Elemento neutro de la suma) Existe un elemento 0 €Y tal que u+0=wu para todo u €V
(Inverso aditivo de la suma) Para todo u €0 existe un v €Y tal que u+v=0

(Clausura multiplicativa) \-v €0

(Distributividad sobre la suma de escalares) (A4 p)-v=Av+ p-v

(Distributividad sobre la suma de vectores) \-(u+v)=Au+ Av
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(Asociatividad de la multiplicacion) (Ap)-v=A-(u-v)

10. (Elemento neutro de la multiplicacion) 1-v=v para todo v €0

Ahora, es posible que midamos un observable, y a continuacién midamos otro. En esa misma linea,
es posible buscar una sucesiéon de mediciones de distintos, o incluso el mismo, observable. Esto
introduce una especie de multiplicacién entre operadores, tal que este producto de dos observables
debe ser también un observable. Con ello, definimos una segunda estructura matemaética:

Definicion 2. (Algebra) Un dlgebra sobre C es un espacio vectorial A sobre C equipado con una
operacion binaria -: A X A — A, tal que para todo A, B,C €A y A€ C, se tiene que:
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1. (Clausura) A-B €2l

2. (Distributividad por la derecha) (A+ B)-C'=A-C+ B-C
3. (Distributividad por la izquierda) A-(B+C)=A-B+ A-C
4. (Linealidad) A-(AB)=(\A)-B=\(A-B)

Sera importante aqui definir la existencia de un elemento unidad o identidad en el algebra de
observables. Esta unidad simplemente representa una medicién que no hace nada al aplicarla
después de otra y serd importante en calculos. Asi, llamaremos I al operador tal que para todo
A, AT=1-A= A. La existencia de este objeto define un algebra unital.

Por otro lado, para ser consistentes con medidas secuenciales, como medir primero con C', luego con
B y luego con A, deberia ser igual a medir primero con C'y luego con A-B. Por tanto, pediremos
que se satisfaga para todo A, B,C €2 que A-(B-C)=(A-B)-C. Esta propiedad asociativa define
un algebra asociativa.

En la mecanica clasica se satisface que el dlgebra de observables es conmutativa, es decir, podemos
medir un observable y luego otro, y el resultado no cambiaré si lo hacemos en en sentido inverso.
Matematicamente, eso quiere decir que para todo A, B €2 se cumple que A-B= B-A. Sin embargo,
eso no necesariamente es cierto en mecanica cuantica. En este punto, por tanto, trabajaremos solo
en un algebra unital asociativa no conmutativa.

Una forma de medir esta no conmutatividad la presenta el concepto del conmutador:

Definiciéon 3. (Conmutador) El conmutador de dos observables A, B €2 se define como la ope-
racion binaria [A,B]=A-B — B-A.

Tendremos esta definiciéon en consideracién para su uso mas adelante.

Adicionalmente, cuando medimos algo, el resultado de la medicién debe ser una cantidad real.
Con eso en mente, buscando generalizar la nociéon de una cantidad real para nuestros observables
definiremos:

Definicién 4. (Involucion) Una involucion es una aplicacion *:2A — A, A— A* que cumple para
todo A,Bel y AeC:

1. (A")*=A
2. (Antilineal) (AA+ B)* = \A* + B*
3. (Antimultiplicativa) (A-B)* = B*- A*

Notacionalmente usamos aqui la conjugaciéon con la barra encima de un ntimero complejo mientras
que reservamos el asterisco para la involucién de un operador.

La existencia de esta operaciéon de involucién permite definir lo que es un elemento autoadjunto.
Definicién 5. (Elemento autoadjunto) Un elemento A €2 se llama autoadjunto si A*= A

Notemos que esto es en un sentido una generalizacién de un ntmero real y su relaciéon con los
complejos, pues un real es tal que es igual a su complejo conjugado. Por tanto, diremos que los
observables seran todos los elementos autoadjuntos del algebra definida para un sistema.

Nos interesara también notar que al realizar una medida, los detectores que usemos tienen una
escala, donde debido a su resolucion, obtenemos valores finitos dentro de un rango. De este modo,
sera necesario contar con una nociéon de norma, la cual permitira definir la magnitud del observable
a considerar de forma que podamos definir si el observable esté acotado o no. Entonces, en esta
linea definimos el siguiente concepto:
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Definiciéon 6. (Norma) Una norma en un espacio vectorial U sobre C, es una funcion
|-]: D — R tal que satisface para todo v,w €Y y escalar A€ C que

1. (Positividad) ||v|| =0 y ||v||=0 siy solo si v=0

2. (Homogeneidad) ||| =|A|-||v]]

3. (Desigualdad triangular) ||jv+wl < ||v] + ||w]]

Es importante mencionar aqui que en muchas situaciones fisicas, algunos objetos que describen los
observables resultan ser operadores no acotados (ej: posicién, momentum), es decir, su norma es
infinita. Para manejar este asunto, requeriremos de algunas definiciones adicionales para trabajar
esto. En esta linea, la existencia de una norma nos permite introducir el siguiente concepto:

Definicion 7. (Algebra de Banach) Un dlgebra de Banach, es un dlgebra asociativa U sobre C
equipada con una norma |||, tal que

1. Es un espacio completo. Es decir, toda sucesion de Cauchy {A,} en 2 converge a un elemento
de .

2. La norma es submultiplicativa, es decir, ||A-B|| < ||A|-||B|l, para todo A,Be

La primera propiedad parece algo técnica, pero trabajaremos con operaciones y propiedades defi-
nidas a través de limites y series infinitas, por lo que esto asegura que los procesos sean matematica-
mente validos y que las series que definamos tienen sentido.

La segunda propiedad garantiza que la multiplicacion sea compatible con la norma definida.

Teniendo estas nociones, definiremos:

Definicién 8. (C*-dlgebra) Una C*-dlgebra es un dlgebra de Banach 2 sobre C que estd equipada
con una operacion de involucion y que satisface:
A=Al =l A]*

para todo A €.

2 Algebra de Weyl

Como mencionamos antes, algunos observables son operadores no acotados. Para ello entonces
necesitamos un procedimiento para pasar desde un conjunto de operadores no acotados a elementos
acotados que a su vez preserve la informacion del sistema que necesitaremos.

Primero, necesitamos definir los grados de libertad del sistema, es decir, el nimero de cantidades
independientes del sistema fisico que son libres de variar. Supongamos que tenemos n grados de
libertad. Definimos un espacio vectorial V' cuya dimension es igual a este namero, dim(V) =n. Este
espacio vectorial serd un espacio de parametros que usualmente tomaremos como V=R" o V =C".

En este espacio vectorial V' podemos definir la siguiente estructura matematica:

Definicién 9. (Forma simpléctica) Sea V un espacio vectorial. Una forma simpléctica es una
funcion 0:V xV —1R tal que es:

1. (Bilineal) o(av+ pw,u) =aoc(v,u)+ Bo(w,u) para todo o, f€R
2. (Antisimétrica) o(u,v) = —o(v,u)

3. (No degenerada) Si o(u,v)=0 para todo v €V, entonces u=0.

Y con esta definicion, a partir de los elementos v € V' construimos un objeto abstracto W (v) que
define una C*-algebra que llamaremos 20(V, o):
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Definicion 10. (Algebra de Weyl) El dlgebra de Weyl 20(V ,0) es la C*-dlgebra generada por los
objetos {W (v)}yev y una forma simpléctica o tal que estos objetos poseen las siguientes relaciones:

1. (Identidad) W(0) =1
2. (Involucion) W(v)* =W (—v)

i

3. (Relacion de composicion) W (v)W (w) = 6750(v7w)W(1} +w)
Para verificar que estos objetos son acotados, primero definiremos la nocién de ser unitario:

Definicién 11. (Elemento unitario) Sea 2 una C*-dlgebra que posee la identidad o unidad 1. Un
elemento A €2 se llama unitario si

A*A=AA*=1

Notemos que de la definicion del algebra de Weyl, debido a la propiedad 2 se tiene que W (v)*W (v) =
W (—v)W(v), y al usar la propiedad 3 y luego la 1:

W(—0)W(v)=e 270w (0) = 2700 (1)

pero como o(—v,v)=—0c(v,v) por bilinealidad de la forma simpléctica y —o(v,v) =0 (v,v) por su
antisimetria, entonces W (v)*W (v) =1. Lo mismo ocurre para W (v)W (v)*, por lo que los objetos
W (v) son unitarios. Dado que son unitarios, y por ser una C*-algebra, como tiene una norma:

W ()W (v)]| = [T =1 (2)

Entonces los objetos W (v) definidos por el algebra de Weyl son acotados, y forman un algebra bien
definida. Los objetos del algebra de Weyl no seran los observables, sino que los relacionaremos con
los observables para extraer informacion, por lo tanto, trabajaremos entonces con esta C*-algebra.

3 Espacio de Hilbert y representaciones

Hasta este punto, hemos definido de manera abstracta las propiedades de los observables, algebras
y el concepto de estado sin preocuparnos de trabajar en alguna representaciéon concreta, es decir,
un mapa que lleva los operadores abstractos a algiin conjunto donde sabemos trabajar. Para efectos
practicos a veces es util usar alguna representacion, aunque a priori sea posible desarrollar cosas
en la estructura abstracta. Para ello requeriremos un par de definiciones antes.

Podemos conectar nuestra formulacién de objetos abstractos con la formulacion tradicional de la
mecanica cuantica definiendo primero:

Definicidon 12. (Producto interior) Sea V un espacio vectorial sobre el cual definiremos una
aplicacion (-,-):V xV — C al que llamaremos producto interno, el cual satisface:

1. (Positiva definida) (v,v) >0 para todo veV y (v,v)=0 si y sdlo st v=0

2. (Linealidad en el primer argumento) (ou+ v, w)=a{u,w)+ B{v,w) para todo u,v,weVy

a,eC

3. (Conjugacion hermitica) (u,v) = (v,u)

La definicién de este producto interior induce también una normas:

[o]l = v/ (v, v) 3)

Este hecho permite definir:
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Definicién 13. (Espacio de Hilbert) Un espacio de Hilbert H es un espacio vectorial complejo con
producto interior y que ademds es completo respecto a la norma inducida por este producto interior.

La definicion de un espacio de Hilbert permite usar un resultado importante, el teorema de Gelfand-
Naimark:

Teorema 14. (Gelfand-Naimark) Sea 21 una C*-dlgebra arbitraria. Entonces existe un espacio de
Hilbert y un mapeo m: A — B(H) tal que para todo A,B€A y A€ C se cumple:

. (Linealidad) m(AA + B) = An(A) + n(B)

~

2. (Preservacion del producto) m(AB)=n(A)m(B)

3. (Preservacion de la involucion) w(A*) = (w(A))*

4. (Preservacion de la norma) |7(A)||=|A]

5. (Inyectividad) 7(A)=0 = A=0

y aqui B(H) denota la C*-dlgebra de operadores acotados sobre H, y w(2) C B(H)

Con esto, podemos mapear nuestra algebra de Weyl 20(V', o) a un espacio de Hilbert, a partir del
cual extraeremos varios elementos importantes.

Notemos que como V' es un espacio vectorial, existe una linea que pasa por la direccién de un
elemento v definida por todos los puntos formados por la multiplicacién de v por un escalar ¢t € R.
Esta linea define ademés un grupo uniparamétrico unitario continuo a través del algebra de Weyl
{W(tv):t € R}. Si tomamos una representacion de los elementos W (tv) en un espacio de Hilbert,
m(W(tv)), la cual esta garantizada existir por el teorema de Gelfand-Naimark, podemos entonces
usar un importante resultado debido a Stone:

Teorema 15. (Stone) Para cada operador autoadjunto A en un espacio de Hilbert, existe un tinico
grupo de operadores unitarios {U(t)}ier fuertemente continuo tal que U(t) = e't4,

De este modo, usando este parametro ¢, podemos relacionar la representacion (W (tv)) con una
representacion en un espacio de Hilbert de un operador autoadjunto A(v) de la forma:

T(W(tv)) = e'4) (4)

Dado que los observables los definimos como todos los operadores autoadjuntos de un sistema, los
objetos A(v) aqui son observables que tienen representacion en este espacio de Hilbert. Esto indica
que podemos relacionar los observables con elementos del algebra de Weyl. Asi, es posible trabajar
con objetos acotados ain cuando los observables en si no lo sean.

A su vez, este observable depende de v, de forma que usando las componentes de v podemos escribir
A(v) como:

donde los A; no necesariamente son autoadjuntos, sino que basta con que la combinacion de ellos
haga que A(v) lo sea. Al mismo tiempo, la cantidad de estos operadores por construccion es la
misma que la dimensiéon del espacio V, de forma que se requerird la misma cantidad de estos
operadores A; por cada grado de libertad del sistema para formar los observables de interés. Una
manera trivial de definir estos operadores A; es simplemente usar los observables asociados a las
cantidades independientes que varian, sin embargo, a veces, como veremos mas adelante, puede ser
también ttil usar otra eleccion.
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Vemos que la representacion en efecto se satisface las relaciones del algebra de Weyl. Primero, es
facil ver que si v =0, por la expresion (3), entonces A(v) =0, por ende,

(W (t0)) = eit0 =1, (6)

Por otro lado, al tomar el conjugado de (2): 7, (W (tv))* = (e*4))*. Como A(v) es autoadjunto,
A(v) = A(v)*, entonces 7, (W (tv))*=e 40 Y de (3) es facil ver que A(—v)=—A(v), por lo que

To(W (tv))* =mu(W(—tv)) (7)
Para la ultima relacion, tomamos el producto de dos representaciones:

T (W (su)) (W (tv)) = '3 A (W)eitA®) (8)

Lema 16. (Baker-Hausdorff) Sea A, B operadores autoadjuntos en un espacio de Hilbert. Si los
dominios de A, B y A+ B tienen un subespacio comun y denso D de vectores analiticos, entonces
en D tendremos que

1
lia,B
eAeB_eAJrBeQ[ ,B]

donde [A, B] conmuta tanto con A como con B.

Usando esta relacion de Baker-Hausdorff, la ecuacion (6) ahora se podra escribir de la forma

Tw(W (su))m,(W(tv)) = iAW +tAW) T3 HAMAW] Notamos que debido a (3) se puede ver que
A(su+tv)=sA(u)+tA(v) y por lo tanto se tendra que e* AW TEAW) — 7 (W (su+tv)). Ast:

1
Two(W(su))mo (W (tv)) =mu(W(su + tv))e_SSt[A(")’A("” (9)
Comparando la exponencial en (7) con la propiedad del 4lgebra de Weyl, se tendra que:
[A(u), A(v)] =io(u,v) (10)

Esto define la forma simpléctica del algebra de Weyl o(u,v) en términos del conmutador de los
operadores autoadjuntos A en el espacio de Hilbert.

Es importante en este punto mencionar que en la mecanica cuantica usual, donde se trabaja en
un espacio de dimension finita, debido al teorema de Stone-Von Neumann dos representaciones del
algebra en distintos espacios de Hilbert seran equivalentes entre ellas, mientras que esto no sera
cierto en el caso infinito-dimensional, cuando se trabaje con campos, por lo que se pueden tener
varias representaciones no equivalentes entre si.

4 Algebra de Von Neumann

Ahora que tenemos una C*-dlgebra sobre un espacio de Hilbert definiremos una nueva estructura.
Para ello, primero definiremos:

Definicion 17. (Conmutante) Sea M C B(H). Definiremos su conmutante como:

M'={X eB(H)|[X,Y]=0 paratodoY € M}

Es decir, el conmutante de un conjunto M es el conjunto que contiene todos los elementos que
conmutan con todos los elementos de M.
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Esto permite definir:

Definicién 18. (Algebra de Von Neumann) Sea M C B(H) tal que M es cerrada bajo adjunto (si
X € M entonces también X*€ M). Decimos que M es un dlgebra de Von Neumann si es igual a
su biconmutante: M= (M’)’.

Notemos que un algebra de Von Neumann siempre contendra la identidad, puesto que ésta conmuta
con todo operador. A la vez, es cerrada bajo suma y producto, y como por definicién es cerrada
bajo adjunto, entonces en efecto es un algebra. Ademaés, como es un subconjunto de los operadores
acotados en un espacio de Hilbert, entonces existe alli una norma que satisface las propiedades de
ser una C*-algebra.

Tomemos entonces el conjunto de todos los objetos (W (tv)) = ™4 es decir, la representacion
del algebra de Weyl en un espacio de Hilbert, al cual llamaremos V. Consideremos entonces el
biconmutante de este conjunto: M = (W’)’. Este conjunto M naturalmente contiene todos los
elementos de W, pues obviamente sus elementos conmutan con los que conmutan con ellos. Pero
adicionalmente M contendra mas elementos, como funciones continuas del operador autoadjunto
A(v), pues toda funcion f(A(v)) conmutara con los objetos que conmutan con e**4(") que es
también una funcion continua de A(v). Asi, el conjunto M es uno méas grande que W, al cual

incluye.

Al tomar el biconmutante de M no se agregara ningun otro objeto, por lo que M =(M")’. Ademas
se puede verificar que en efecto sigue siendo cerrada bajo adjunto, pues por ejemplo, W lo es y las
funciones continuas de A(v) también dado que A(v) es autoadjunto. Por tanto, es una algebra de
Von Neumann.

5 Estado

Ya habiendo visto las relaciones matematicas que definen los observables y la algebras, definiremos
el concepto de estado. Este concepto se puede pensar como una descripcién completa de un sistema
fisico en un cierto momento, de forma que permite proporcionar toda la informacién que se puede
obtener a través de mediciones. De esta manera, es una especie de mapa que nos permite ver como
respondera el sistema ante cualquier experimento posible, antes de medirlo. Mateméticamente el
estado sera definido de la siguiente manera:

Definiciéon 19. (Estado) Sea 2 una C*-dlgebra. Un estado es un funcional lineal w: A — C que
cumple:

1. (Linealidad) w(AA + puB) = Aw(A) + pw(B) para todo A,BeA y A\, uecC
2. (Positividad) w(A*A) >0 para todo A€
3. (Normalizacion) w(l) =1

Es importante destacar que en la mecéanica cuéantica, a diferencia de la mecéanica clésica, las medi-
ciones en los sistemas corresponden a resultados probabilisticos. De este modo, para cualquier
observable A, el estado cuantico nos dara un nimero w(A) que correspondera al promedio esperado
o valor de expectacién de medir A. Por tanto, se puede visualizar el estado como un mapa que
asigna promedios a observables. Aqui, la linealidad del estado significara que al medir combina-
ciones de observables, debe dar un promedio combinado. A su vez, la positividad asegura que los
promedios no seran negativos para A*A, y la normalizacion nos indicara que la probabilidad total
es igual a 1.

Podemos definir dos tipos de estado:

Definiciéon 20. (Estado puro) Un estado w es puro si no puede escribirse como combinacion
convexa de otros estados wy y wo, es decir:
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w=dwi+(1=Nws = w1 =ws=w para A€R tal que 0<A <1

Definiciéon 21. (Estado mixzto) Un estado w es mixto si se puede expresar como combinacion
convexa de estados puros:

w=>pw; conp; =20y > pi=1
j i

(2

De aqui, los estados puros entonces seran aquellos que no podemos descomponer en otros, mientras
que los mixtos corresponderan a combinaciones de varios otros estados con distintas probabilidades,
definidas por los pesos p;.

Habiendo definido un estado, es posible definir también:

Definicién 22. (Estado normal) Un estado w:2A— C es normal si para cualquier sucesion mond-

tona creciente y acotada de operadores positivos {Ay}ae1 C2 que tiene un supremo A=supA,, se
n

cumple que w(A)= lim w(A4,).
n—oo

De forma simple, un estado es normal es continuo con respecto a los limites de las propiedades
medidas. Esto significa que el valor esperado de la propiedad final del sistema sera idéntico al limite
de los valores de expectacion de las mediciones parciales.

Esta definicion se restringe a operadores positivos, sin embargo, para un observable general, como
los A(v) que aparecen en la representacion del algebra de Weyl, no necesariamente son positivos,
cualquier operador autoadjunto se puede descomponer en la diferencia de dos operadores positivos

(%(HA(’U)H + A(v))), por lo que si el estado satisface la definicion para sucesiones de estas descom-
posiciones, entonces también lo hara para el resto del algebra.

Aceptando la existencia de estados normales para nuestra algebra de Von Neumann construida,
entonces podemos utilizar un teorema relevante:

Teorema 23. Sea w un estado sobre un dlgebra de Von Neumann M actuando sobre un espacio
de Hilbert H. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) w es normal

(2) Existe un operador positivo p sobre H con Tr(p) =1 tal que w(A)=Tr(pA)

donde la traza satisface las siguientes propiedades:

1. (Linealidad) Tr(AA + pB) = ATr(A) + pTr(B)

2. (Invariancia por transposicion y adjunto) Tr(AT)=Tr(A), Tr(A") = (Tr(A))*

3. (Ciclicidad) Tr(ABC)=Tr(CAB)=Tr(BCA)

4. (Compatibilidad con la identidad) Tr(I) =n si I es la identidad en dimension n
5. (Positividad para operadores positivos) Si A >0 entonces Tr(A) >0

Este operador p, es al que llamaremos matriz densidad, nos permite entonces representar el estado
en un espacio de Hilbert y éste nos servira para obtener toda informacién del sistema.

Notemos que efectivamente esta representacién del estado satisface las propiedades de ser estado:

Primero, por las propiedades de la traza, vemos que cumple linealidad:

WAA+ uB) =Tr(p(AMA + uB)) = ATr(pA) + uTr(pB) = Aw(A) + pw(B) (11)
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Al mismo tiempo, por positividad:
w(A*A)=Tr(pA*A) =0 (12)

pues p=>0y A*A>0.
Y:

w(I) = Tr(pl) = Tr(p) = 1 (13)

Por tanto, esta representacion es un estado.

Dado que el estado, como mencionamos antes entrega el valor de expectacién de la medida de
un observable, para hacer conexiéon con el lenguaje usual en mecénica cuéntica, denotaremos

w(A) = (A).
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