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Apéndice C: Integrales Gaussianas

En la construcciéon de nuestra notacién, para el caso de indices continuos la integraciéon forma
parte relevante. Dentro de las construcciones que realizaremos se hara un uso extensivo de la
integral, y de manera especial, un tipo de integral importante sera la integral gaussiana, la cual
se ird desarrollando en diversos conjuntos. Es por ello que necesitaremos revisar lo basico de estas
integrales antes de nuestra construccion.

1 Las primeras integrales gaussianas

Una integral gaussiana es una integral del tipo

oo 1.2
/ dxe 2 (1)

donde partimos en su forma mas simple, en sélo una dimension. Para encontrar su valor, la forma
usual es tomar el cuadrado de la integral (2):

00 1 5\2 00 1 1 1
(/ dxe_ZQQ) :/ dxe 212/ dye 2Y / dm/ dye 2 3 4y?) (2)

donde podemos realizar esto dado que los indices son mudos. Por otro lado, usando una transfor-
macién de coordenadas:

oS [e's) 1, oo 2w _1, oS _1,
/ / dxdye_5(£2+y2)=/ / rdrdfe 2 2:27r/ drre " (3)
— o0 —o0 o Jo 0

y realizando la transformacién ¢ :éTQ como resultado tenemos que la medida dt =rdr. Entonces:

(/dee;zz>227r/(J dt et =277 (1) = (4)

Asi, al tomar la raiz, obtenemos que el resultado es:

00 1,2
/ dre 27 =427 (5)

—0o0

_Laz2 ..
Ahora, podemos extender este resultado para calcular [ foood:re 2" con a > 0. Esta condicion

es importante, de otro modo, la integral no converge. De esta manera, con un cambio de variable
x =-L esta integral queda de la forma (6) salvo un factor extra y obtenemos:

va
oo 1
/ dx 675(”2 = 2 (6)

o a

Usando este resultado, podemos desarrollar la siguiente integral:

/ dee” Qaa: 24 Jx (7)

—00

Arreglando esta integral tendremos que

_IY 2
/ clme_Eaz e / dre 2a % £ / dre 2a ! ”)ez (8)
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J? . .
5o en la exponencial para completar cuadrados. De esta forma, haciendo el
. . b

cambio de variable y =z — —, tendremos que

o0 _log? JZ [0 1
/ dre 2" +']I=e2a/ dye 2% 9)

— 00 — 00

donde hemos sumado

Por lo tanto, usando el resultado de (7) tenemos que:

[e%S) 1 72
/ dxefiaa:2+.7:r: /%eﬁ (10)

2 Integral gaussiana con un factor ¢
Teniendo en consideracion los métodos anteriores, ahora calcularemos la integral

oo i o

dze?” (11)

—00

i
Para resolverla, realizaremos la integracion en el plano complejo fwdze2 para un cierto camino
cerrado 7. El teorema de Cauchy indica que

fdzé*:O (12)
:

i,2
ya que €2~ es holomorfa. Por otro lado, tomemos el camino de integracién mostrado en la figura 1.

Imz

45°

Rez

R

Figura 1. Camino de integracién en el plano complejo

De esta forma, descomponemos la integral como:

j{dzeézQ:]{dze%ZQJr%dze%ZQJr%dzeézz (13)
~ 1 2 3

El primer camino va a lo largo del eje real:

i o R i o
fdze? :/ dzre?” (14)
1 0

El segundo camino es el arco, el cual mostraremos que se anula cuando R — oo. Aqui, z = Re®,
con 0<6< %. Con esto, la medida de integracion es dz =i Re' df y tendremos que:

ks

%dze%zrz = iR/Z dfeitez e (15)
2 0
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Usaremos que ‘f dofo ‘<fo df|f(0)| y que |a-b| =la|-|b]. Con eso, se tiene que

2760 4 ., Pp2,2i6
/ dGZReZGeZR ¢ /4d9‘iRe’965R ¢
0 0

:R/Zdee—;stin(QO)
0

Asi, realizando un cambio de variables 20 = a:

< E Edae—%stina
2 0

2,216
/ dfi Ree? 7R
0

y usando la desigualdad de J ordan 2 <sina<a cuando 0 < a <2 tenemos que:

/Zdﬁi ReweéRzem
0

R % _1p2g R % _p2o
<2 doe 2R smag_ dae R —
2 0 2 0

Realizamos el cambio de variable RQ% =2z y tenemos

20-%)

/ d@zRewe2R e
0

(16)

(19)

Observamos que cuando R — oo este resultado tiende a cero. Por tanto, la integral se anula en este

limite.

i
Ahora, revisamos el tercer camino, que corresponde a la parte diagonal en la figura 1. Alli z=re 1.

Por tanto, la medida de integracién es dz=dre* y la integral es
0 Zr? ei;
?4 dze2‘ et dre2

Dado que e%r = cos(g) +1 sin(%) =1 tendremos que

i i (O 1)
dzez” =¢3 dre 2
3 R

2

Tomando los resultados de (13), (14), (15), (20) y (22) en el limite R— oo:

© e im OO 1,
dre?” =et dre 2
0 0

Dado que las integrales son funciones pares:

o0 ig2  im 00 _l,2
dre2” =et dre 2
— 00 — 00

Usamos el resultado de la ecuacion (6):
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De manera analoga, pero tomando un contorno de integracion reflejado en el eje x, es decir, que
. . s
el arco esta definido entre - < 0<0, tendremos que:

0 _ig2 _im
/ dre 2" =/2me T (25)
— 00
Asi, podemos resumir ambas integrales en

/ dxei%N:\/Zﬂ'ei% (26)
—00

Como consecuencia, es facil ver que:

° 2 2 i
/ dze?®® = [ZL*T (27)
oo \V a
(1 im i J2
/ " e e) ST T (28)
oo a

3 Integral gaussiana para vectores n-dimensionales

y también

Z1

x2

Ahora, tomemos un vector n-dimensional x = y una matriz A de dimensiones n X n, tal que

Ty
es positiva definida, es decir, T Az > 0 para todo « no nulo. Ademas requeriremos que esta matriz
sea simétrica, es decir, AT = A, e invertible. Calcularemos la integral definida por:

/ dxy...dxy, ei%mTAm (29)

Podemos diagonalizar esta matriz A de forma que A= RTDR, donde R es una matriz ortogonal
(RTR=1) y D la matriz diagonal cuyas entradas son los autovalores de A: ay, as,...,a,. Con esto,
escribimos la integral como:

/ dzi...dz, T3 AR z/ dzi...dz, eFa® I DRe (30)

— 00 — 0o

Realizando el cambio de variables y = Rx, tendremos que como R es ortogonal det(R)=1. Por lo
tanto el Jacobiano de la transformacion es uno. Entonces:

/ dxy...dxy, ei%mTAm:/ dyy...dy, eiéyTDy (31)

— 00 — 00

Como D es diagonal, y'Dy= 3" a;y?. Por lo tanto:
i=1

/ day. . .dz, e:‘:%mTAm _ (/ di eﬂ:;alyf)</ dys e:t;azyg)_ ) </ dyn eﬂ:;anyi> (32)

Usando el resultado de (26):

) n :ti'/rn

< +izTax  (2m)2e 1
dxy...dr,e 2 = 33
[tz =B @
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A partir de esto es facil generalizar para

n iTn
+

/OO :ti(%zTAz—J'm) . (2m)ze 2 e:FéJTAflJ (34)

dzy...dx,e

o - JdetA

donde J es un vector.

4 Integrales gaussianas complejas

Ahora nos enfocaremos en la integral compleja:

/dzdz*e*z*z (35)

con z € C. Usamos que z=xz+iy y z*=x —iy. Con esto el Jacobiano es:
- or Oy - 1
T=| o o _< 1 —i ) (36)
ox By

por lo tanto |det(J)| =2¢ y la medida entonces es dzdz* — 2idzdy. Con esto:
/dzdz*e_z*z=2i/dmdye*(x2+92) (37)

Notamos que esta integral es similar (2). Por tanto, realizando un cambio de variable \/2z — x
obtendremos que

/dzdz*e_z*zz%'i (38)
Con esto, es facil mostrar que
/dzdz*efz*azz% (39)

paraac€R y a>0.

Del mismo modo podemos calcular
/dzdz*efz*aerJ*erz*J (40)

Sumando y restando J *%J podemos arreglar la integral, realizar un cambio de variable w=z — %J
y tendremos que:

- * * gLy -
/dzdz*e Fazt izt — e /dwdw*e wrew (41)

Usando el resultado de (38) tendremos que:

* . * 2w gLy
/dzdz*e*'z az Szt 2 e (42)
a

Con esto, podemos generalizar a integrales con vectores complejos del tipo

/dzdz*e*z*Az (43)
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donde A debe ser autoadjunta, positiva definida e invertible. Para este caso, podemos escribir
A=UTDU, con U una matriz unitaria (U'U =1) y D la matriz diagonal cuyas entradas son los
autovalores de A. Definiendo w=Uz, y como la matriz U es unitaria el Jacobiano sera uno, por
tanto la integral ahora se escribe

/dzdz*e‘zmz:/dwdw*e_w*Dw (44)

Como D es diagonal, w*D w= Y a;|w;|> y entonces:
i=1

/dzdz*e‘z*“‘z: (/dun dwfe_"”f‘“wl></dw2dw56_w5“2w2)...(/dwn dwﬁe‘w;“"w"> (45)

Usando (38), obtenemos

/dzdz*efz*Az z% (46)
Resultado que podemos generalizar a:
/dzdz*e—z*Az—i-J*z—Q—z*J — (5;134 6J"A*1J (47)

5 Integrales con términos no cuadraticos

Hasta aqui, hemos calculado integrales que constan de términos cuadraticos. Veamos ahora qué
ocurre cuando le anadimos un término con una potencia superior. Para ello miraremos la integral:

i —Laz2— gt
Z:/ dre 2 (48)

— 00

donde @ >0 y A>0. El caso A=0 corresponde a la integral (7) que ya calculamos. Tomemos
entonces el caso A #0 y arreglamos esta integral:

2
e 41909 22 a2 [0 —)\<$4+2ifc2+ < > a2 [0 _a? (4x o 2
Z:/ dxeiA(m T )zem/ dre E2) 1612 :em/ dre 16A( — +1) (49)

— 00 —0o0 —0o0

Realizamos un cambio de variable y = 2\/;95, con esto la medida de integracién pasa a ser

dx :é\/gdy y usando que el integrando es una funcién par:

a <2 [ _ga2iqy
7= \/;616*/ dye “sx\Y (50)
0

Esta integral tiene soluciéon exactal la cual es:

® e (2q1)2 _ e a?
/) dye "33 —9-3/2¢ 32>\K1/4<32_>\> (51)

/[ a i Cl2
Z: §€32)\K1/4(ﬁ> (52)

1. Moll, Victor H. Special Integrals of Gradshteyn and Ryzhik: The Proofs. Vol. 1. CRC Press, 2014.

Con esto, la ecuacion (49) es
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Ahora, calculemos esta integral de otra manera. Expandimos en series la exponencial que contiene
A

ey 1 02 (_\\ndn
Z:/ dze 2% ZM (53)

n!
> n=0

Ahora intercambiamos la suma con la integral. Esto puede realizarse solo si el integrando es
convergente. Sin probar aquello continuamos y se obtiene:

X y\\n oo 1
:E @/ dxe*a‘””?ﬁn (54)
n:
n=0 -

Para resolverla integral en (53) observemos que:

oo 1 [ee] 1 0 1 oo 1
/ dme’?“gﬂgafm:/ dxe’i“ﬁx‘m_/ dazeT”Q(—m)“":(1+(—1)4”)/ dze 7 g4 (55)
—00 0 0o 0

Realizamos el cambio de variable %amQ =1, con esto la integral queda

0o | 2n—1 oo 1 2n—1 oo i) on—L1
/ dpe 7% pin 2 j/ dte—t2n—3=2 2/ dre-1y(#+3) 1 _2 TF<2n+l> (56)
0 0 nt 2

T
— 00 a[2n—|—E a2n+5

a 2

usando que I'(2)T'(z + ;) =2172%,/7T(22) tenemos que F(2n+ )= 24n EE;Zii Qinﬁgzg:,
y por lo tanto

o ES (1

Veamos el radio de convergencia de la serie. Para ello usaremos el criterio del cuociente. Este

a
establece que para una serie Z a, tomamos el limite lim —**-

n—oo 9n

es un numero L tal que 0 < L < 1 entonces la serie converge. Para la serie en (56) este limite da:

(_1)(1+(_1)4n+4)16n(1+%)(1+iﬂ) A
(14 (=1)*") (1+-) ; <a2> (58)

. Si el resultado de esta operacion

Vemos que la presencia del término 16n significa que el limite diverge cuando n— oc. Por lo tanto,
la serie diverge para cualquier valor de A donde A+#0. Sin embargo, de todos modos es posible
extraer informacién en puntos cercanos a A=0 antes que la serie diverja. Esto es posible debido a
que se trata de una serie asintética. Para ilustrar esto consideremos como ejemplo a=5y A=0.1.
En la figura 2 se muestra en la linea roja el valor exacto calculado a partir de (51). Observamos
que la serie se aproxima bien al valor exacto desde el tercer elemento hasta aproximadamente el
35, donde la serie empieza a diverger.

1120 - N

11151 L3

Sum

1110 7
.

- -0 000000000000 000000000000000000000% - - - |
.

.
1.105 7

0 10 20 30 40
Number of terms in the serie

Figura 2. Comparacion del valor exacto de Z y el valor aproximado desde la serie, considerando la cantidad de
términos
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De esta manera, aunque la serie no es convergente, para valores pequenos de A, sigue siendo una
herramienta tutil, lo que justificard un procedimiento perturbativo cuando trabajemos con las
integrales de camino.
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