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Integral de camino, funciones de correlaciéon y funcional gene-
rador

Notamos que el valor de expectacion fue calculado justamente en el tiempo en que se evoluciona de
vuelta a tg. En principio, es posible evaluarlo en cualquier punto de la propagacién hacia adelante
o hacia atras. Para ello, usando las propiedades del operador U, es posible reescribir el valor de
expectacion como:

(A@)) =Tr(U (to, t)U (ty, 1) AU, to) p(to)) (1)

donde la lectura indica que se parte desde la matriz densidad inicial en %, se evoluciona hacia
adelante, se mide el observable A en el tiempo ¢, se sigue evolucionando hacia adelante hasta un
tiempo t; arbitrario, mayor que el tiempo ¢, y luego desde ahi se evoluciona de vuelta hacia tg. De
este modo, la evaluacion de A ocurre en la rama de ida.

Por otro lado, usando las mismas propiedades también se podria escribir como
(A(t)) =Tr(U(to, ) AU (L, t5)U (tg, o) p(to)) (2)

donde aqui, se propaga desde tg hasta el tiempo t7, donde se evoluciona de vuelta, hasta un tiempo
t, donde se evalua el observable A y se continiia la evoluciéon de vuelta a tg. Asi, la evaluacion de
A ocurriria en la rama de vuelta.

Revisemos rapidamente el primer caso. Notamos que es posible hacer la misma divisién de tiempos
ty —to

N
evolucién de vuelta. Para la evolucion de ida, tendremos que podemos dividir las N partes del
intervalo total en dos, una parte que llamaremos Ny que son las que van desde ¢y a t y el restante

N — Ny a las partes del intervalo entre ¢ y t¢. De este modo, para el primer intervalo, tendremos

€=

, de forma que el operador U (to, t) se escribira de la misma forma que se hizo con la

indices ¢, ..., qf&o y para el otro, indices qf{,o+1, ..., qy. Asi, se obtendra algo similar a la ecuacion
(3), pero esta vez:
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Dado que A[qﬁo i1 q[\';o] es un numero, podemos moverlo y podemos juntar los productos de coefi-
cientes e integrales de los indices que llamamos g™, de forma que realizando los mismos pasos que
antes, finalmente se tendra que

(A(e) = [P [ Dam a0 (b0 (o)) 50510 W

donde en este caso,
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y to<t <ty. Nos damos cuenta que la ecuacion (13) es exactamente la misma que la ecuacion (9).
Al realizar lo mismo para el caso de evaluar A en la rama de vuelta (ecuacion (11)) el tnico cambio
seria que dentro de la integral tendriamos A(q~(t)), denotando que hemos evaluado el operador
en la rama de vuelta. De este modo, podemos evaluar valores de expectacion de observables sin
importar en qué rama los evaluamos.

1 Funciones de correlaciéon

Hemos escrito el valor de expectaciéon para un operador en un tiempo t, el cual naturalmente
depende de un sélo tiempo, pues consiste en el valor promedio de lo que mediriamos mediante el
observable A para ese tiempo especifico. Sin embargo, a veces nos interesa estudiar valores prome-
dios de productos de operadores en tiempos distintos. A estos objetos los llamamos correladores
o funciones de correlacion de n puntos, donde n indica cuéntos operadores estamos multiplicando
para calcular ese promedio. Definiremos de manera similar a como lo hicimos para el valor de
expectacion el correlador de 2 puntos:

(A@)B(t")) = Tr(p(to)UT(t,t0) AU (t, to)UT(t',t0) BU(t', t0)) (6)
Podemos usando las propiedades de U reescribir esta expresion como
(A@)B(t)) = Tx (U (to, ) AU(t, ") BU(t', to) p(to)) (7)
Es facil notar que si escogemos B(t') =1I:
(AMI) =Tr(U(to, t) AU (£, ) U (t',t0) p(to)) = Tr(U (to, 1) AU (¢, t0) p(to)) = (A(t)) (8)

donde en la segunda igualdad hemos usado la composiciéon de U. Asi, recuperamos el valor de
expectacion si uno de los dos es la identidad.

Al igual que en el valor de expectacion, es posible interpretar que los operadores son evaluados
en las ramas de ida y de vuelta en nuestro formalismo. Como ahora son dos observables, existen
diferentes combinaciones donde se pueden evaluar:

1. Ay B en la rama de ida:
(A@)B(t')) =Te(U (to, t)U(ty, t) AU (t, 1) BU(t', to) p(to)) (9)

Vemos que aqui partimos de tg, evolucionamos hasta t’, evaluamos B, seguimos propagando hasta
t, evaluamos A, propagamos hasta el tiempo ¢; que corresponde al punto donde el contorno se
devuelve, y volvemos hasta tg.

2. Ay B en la rama de vuelta:
(A(t)B(t")) = Tr(U (to, t) AU (£, t") BU (', t5)U (tg, to) p(to)) (10)

Aqui partimos de tg, evolucionamos hasta ¢y, donde el contorno se devuelve. Evolucionamos de
vuelta desde ¢y hasta t’, evaluamos B, seguimos propagando de vuelta hasta t, evaluamos A, y
continuamos evaluando de vuelta hasta ¢g.

3. A en la rama de vuelta y B en la rama de ida:
(AQ)B(t")) =Tr(U(to, t) AU (¢, 1) U(ty, t")BU (', o) p(to)) (11)
En este caso partimos de t(, evolucionamos hasta t/, evaluamos B, evolucionamos desde ¢’ hasta

ty, para alli volver, evolucionamos de vuelta hasta ¢, evaluamos A y continuamos la evolucion de
vuelta desde ¢ hasta tg.
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4. A en la rama de ida y B en la rama de vuelta:
(A@)B(t")) =Tr(U (to, ) AU (¢, tr)U(ty, ) BU(t', t5)U (t7, to) p(to)) (12)

En este tltimo caso, partimos de ty, evolucionamos hasta el tiempo ¢y en que el contorno se
devuelve, evolucionamos de vuelta desde ¢y hasta t’, donde evaluamos B, nos devolvemos hacia
adelante, evolucionando desde t’ otra vez a tf, donde el contorno vuelve, por la rama de ida, y en
esa rama superior, evolucionamos hasta ¢, evaluamos A y luego retrocedemos por la rama de ida
desde t hasta tg.

De la misma manera, se puede extender a funciones de correlaciéon de n puntos,
(A1(t1)Aa(t2)... An(tn)), donde cada observable puede ser evaluado en las ramas de ida o de vuelta.

En nuestro caso, estaremos interesados en los correladores o funciones de correlacion de n puntos de
los objetos ¢& en el camino de integracién de Schwinger-Keldysh, dado que nos permitiran obtener
informacion acerca de la dindmica del sistema. Para obtener estos correladores definiremos un
objeto importante, al que llamaremos funcional generador, que permitira obtener estos correladores
para distintos tiempos insertando los observables en los puntos correspondientes del contorno. Asi,
definimos el funcional generador como:

LAt (Lt 6 )+ T () g (1)~ L(a =, d )~ T~ (#) g~ (1))

= I Dq* [ Dgp(q*(to), ¢~ (to))e
I Dt [ Dg~p(qt(to), ¢~ (to

Z[J*, I~ (13)

)yerdiodt (LT a)—L(a™d7)

donde hemos introducido fuentes auxiliares J*(t’) tal que éstas sean funciones suficientemente
regulares en el intervalo [to, t]. Notemos que cuando J*+=.J~ =0 tenemos que numerador y deno-
minador son iguales por lo que:

Z[0,0]=1 (14)

Ademas, notemos que el factor en el denominador también es 1 ya que vemos que corresponde con
el valor de expectacion (II), el cual corresponde a

(L) = Te(U (to, LU (£, o) plto)) = Tr(p(t)) = 1 (15)

por lo que en principio parece un factor irrelevante que podemos ignorar, pero por conveniencia lo
mantendremos cuando sea necesario, y a veces lo omitiremos cuando no lo necesitemos.

2 Funciones de correlacion desde el funcional generador

Estas fuentes que hemos introducido permitirdn generar los correladores mediante derivadas fun-
cional con respecto a J¥, y posteriormente se fijan a cero para recuperar los valores fisicos de
los observables. Para detalles matemaéticos acerca de las derivadas funcionales ver Apéndice D.
Entonces, tomaremos la derivada funcional del funcional generador Z respecto a J*(s) y obte-
nemos:

SZ[Jt, J7] _
5J*(s) N
. + — i+ _ o S dt (L(at g )+ T ) gt (t)—L(a™,47) =T (t")g~ ("))
0 JPq [ Da”pla* (to), 4 (to)lg*(s)e™ S—— (16)
" I Dat [ Da=pla(to), g~ (to))e™ o HLTH 1D HT4D)
Luego de tomar la derivada, si hacemos J* = J~ =0, obtendremos que:
w| - :ii<qi(3)> (17)
5J:|:(S) Jt=J"=0 B
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Hemos obtenido el valor promedio respecto al contorno de Schwinger-Keldysh de la variable ¢*
en el tiempo s al derivar respecto a la fuente. El signo dependeré de si la fuente es respecto de la
rama hacia adelante o hacia atras, por lo que por cada derivada respecto a J* bajara un factor de

+, mientras que cada derivada respecto a J~ bajara un factor de —+.

Con esto en consideraciéon tomando una segunda derivada en Z y arreglando tenemos cuatro
opciones posibles:

527z

(g (t)g™(t) = —hQW\ﬁ:J*:OEmGJFJr(t, t') (18)

5%z

(a= ()= (t)) :—h2m|ﬁ:r:03hc}77(tatl) (19)
(O () =W Dl =G (1) (20)
O ) =1 L g=inG = () (21)

donde hemos definido como notacién los objetos G(t, t') con a,b= {+, —} y el factor ih lo
insertamos por conveniencia posterior.

Podemos extraer ciertas propiedades de estos objetos notando que al tomar J™=J"=. en el
funcional generador Z tendremos que:

2t gy + g —L(qg—.¢~ Vgt () —qg—(t'
[Dg* [ Dg—p(q(to), q—(to))ehftodt (L(qg*, 1) —L(q™,¢7)+J () g+ (t)—q~ (t")))

2l 91= Fliydt (L(a*.d ") ~La™.a7)) @)
I Da* [ Dg=p(at(to), g~ (to))e™ *0 T

Notamos que podemos absorber este objeto dentro del Lagrangiano de la forma:

L=L(q,4)+ Jq (23)
asi, el funcional generador es:
- et (Lat.at)—L(a™,q7))
Dot [D +(t s et (T, d™)

217,J] = JDq" [ Dg”p(q*(to), g (to))e (24)

2t ae!(L +,.4H)—L(qg—, 4~
D+ [ Dap(q(to), g (to))er o™ LTI ED)

Notamos que aunque los Lagrangianos en el numerador y denominador son distintos, en principio
obedecen la misma estructura ambos, por lo que en forma general, ambos representan el valor de
expectacion (II), el cual independiente de la forma del lagrangiano resulta ser 1. Por tanto:

Z[J,J] =1 (25)

A partir de esto, expandiremos Z[J, J] en torno a J =0:
Z[J,J|=Z][0,0] + /dt(SJ l7=0J (%) /dt/dt' ‘J oJ(B)J() + -+ (26)

Dado que Z[J, J] = Z[0,0] =1, tenemos que 6J(t)|1 0=0y mh 0=0. A partir de (22)

podemos derivar respecto a J y con ello tenemos:

STa O = (0) =0 (21)
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Debido a la linealidad de la integraciéon, podemos decir que:

(¢t (1) =(a~ (1)) (28)

Lo cual indica que el promedio de la variable ¢ tanto en la rama de ida como en la de vuelta son
iguales. También

%MOZ(%) (gt —a~ ) (g (t") =g~ (t"))=0 (29)

El cual reordenando:
(g () g™ (") — (@ W)t (t") = (g"(t)g~(¢") + (¢~ ()¢~ (¢")) =0 (30)

esto significa que

G, t)+ G (t,t") =G (¢, t") + G~ (t,t') (31)

Tenemos que GTT(t,t') ordena los pares cronolégicamente en la rama de ida y G~ (¢,t') los
ordena anti-cronolégicamente en la rama de vuelta. La suma de ambos cubre todas las posibles
permutaciones temporales de ¢(t) y ¢(t').

Por otro lado, G~ (t,t’) coloca siempre el operador que va en la rama de ida al lado izquierdo, sin
importar la relacion entre los tiempos ¢ y ¢, mientras que G~(¢,¢’) hace lo contrario, poniendo
siempre el de la rama de vuelta a la izquierda. Asi, la suma de los dos también recorre todas las
permutaciones posibles, pero con la regla de ordenamiento de contorno de Keldysh.

Ademas, la igualdad (31) muestra que los cuatro correladores no son independientes, asunto al que
volveremos en breve.

Adicionalmente, a esta relacion, es posible notar lo siguiente. Tomemos la transpuesta conjugada
de Gt (¢,t'):

(L(at,aT)+7H @) gt () ~L(a™, 47 )= T~ () g™ (t))

LAt gy
s ot i ST [ Daptat(te), g () gt ()t (e H 0"
(G (t,t)) " h i ot / + -+ — .
[ gt [Da=p=(a+(t0), q—(to))e o™ (AT = Hlamdm)
donde como ¢ es tal que g = ¢*, entonces el tinico efecto aqui es que en las exponenciales cambia
i por —i. Luego realizamos el cambio ¢q* < ¢:

t)piﬁ‘ffodt’(L(q#¢+)+J+<t’)q+(t’)—L(q—,q'—)—J—(t’)q—(t’»

(G, 1)) T = ;fDqWDq’p*(q’(to), at(to))g~ (t")g(

2ot ge(L(qt g —L(q—,q—
fDq+fD47P*(q7(to)yq+(t0))eh‘[’fodt (£a™aT) =Ll a7))

Dado que p es autoadjunta, al conjugar y trasponer, es decir, intercambiar los indices, recuperamos
p, por lo tanto, tenemos que:

(GHH(E ) = -G (1) (32)
De igual manera, al realizar la misma operaciéon sobre G~ (¢,t'):
(G (1)) = =G (1", 1) = =G~ (1, 1) (33)

Es posible reescribir las expresiones de los G en términos sé6lo del objeto g, sin los superindices =+,
ya que éstos s6lo indican en que rama estamos evaluando los ¢q. De esta manera, para G*:

G (1) = g (g (¢) == Tr(T (g(t)g(#)) (ko)) (34)
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donde recordamos que 7 es el operador de ordenamiento temporal, tal que:

T(q(t)q(t') =0(t—1t")q(t)q(t") +0(t' —1)q(t")q(t) (35)
asi, siempre aparecera ordenado de forma que el objeto con tiempo més tardio va a la izquierda.

Del mismo modo, para G~ se tendra que

G (1) =~ (H)a~ (1)) = —TH(T(a(t)a(t")) plto) (36)

donde aqui 7 corresponde al operador de ordenamiento anti-temporal, cuya expresion es:

T(q(t)q(t') =0(t"—t)q(t)q(t’) +0(t —t")q(t")q(t) (37)
donde en este caso, el objeto con tiempo mas temprano va a la izquierda, justamente lo contrario
del operador de ordenamiento temporal 7.

Para los casos G~ y G~ se tendra:

G (1) =~ {a* (g (1) = —3 Te(a(t)q(0)plto)) (39)

GH(t, 1) =~ g (D" (1) =~ Te(a(t)a(t)p(to)) (39)

donde debido a la forma en que se recorre el contorno de Keldysh, desde ¢, hasta t; y luego de vuelta
a tg, en G (t,t') el operador evaluado en t corresponde a la rama de ida (¢T), mientras que el
operador en t’ perteneciente a la rama de vuelta (¢~), aparece primero en la traza tras reorganizar
los propagadores. De manera analoga, en G~ (¢,t) el operador evaluado en t’ est4 en la rama de
ida y el de t en la rama de vuelta, lo que se refleja en el orden de los operadores dentro de la traza.

Vemos que estas definiciones son consistentes, pues notamos que al sumar GT(¢,t') y G~ (¢,t')
tenemos

GHH(t )+ G (t,t) = —%Tr((w(t —t)+0(t"=1))(a(t)q(t") + q(t")q(t))) p(to)) (40)
Debido a las propiedades de la funcién Theta de Heaviside, 0(t —t') +6(t' —t) =1, por lo que
GHH(t )+ G (t,t) = —%Tr((CJ(t)Q(t’) +q(t)q(t))p(to)) =G~ H(t,t") + G (¢, ') (41)

relacion que habiamos encontrado en (31).
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